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MEPOZ IIPQTON

ZTOIXEIA MAOHMATIKHE AOTIKHX KAl GEQPIAX ZYNOAQN

KE®AANAION I
ZTOIXEIA EK TOY IIPOTAZIAKOQY AQOTIEMOY *

§ I. Npéraocig (amhij, kamyopui)) f SfHAwoig. — ‘H Ewvoix s
&mAfs TpoTdoews fi SnAdoews, dxpiBéoTepov THs «loyueic npordoewsy, Bewpei-
Ta dos plar TrpeaTapy Ik Evvola, s Evvota pf) Emieyouévn Spioudy. Els o cuvTtakTi-
KoV, A.x., fi (&mAT}) mpdTaois Spiletan s «Adyos owrouditarog ( TOOPOpLHOS T
yoantog ) pé évvedds dmlotv megieyduevovy.

Eig & MaBnuamixa kod yevikés els Thy Aoy kv (kAaooikhy Aoyikiv) Si& Tol
Spou «mpétacis fi dhwoigy Evvooluey piav Exppaow pi vénue, dxpiPéoTepov
Evvooiiuey TO mepteyduevov, To molov Expodlopev dio wdc mpotdoews pé Ty -
vouay To0 ovvtaxtiod wai dud To dmoiov dvvdueba xava drgifidc Eva Todmoy ve
dmoparbiiduey, v elvar dinléc 7 pevdés, dmoxdelovres &l meolnrwaw. O,
™Y, f) Exppaois :

« 6 dpbuos 10 elvar dotiog »,
elvan pia Aoyl TpdTaols, kaBdoov 8,1 alTn Ekepdler elven dinféc.
‘Opoleos 1) Exppaois :
w6 apilfpuds 4 elvar mpdtog »,
elvan pia Aoyikfy pdTaots, kabdoov 8,11 olitn Ekepdle elven pevdds.

To mepieydpevov Aorrov widls TpoTdoews (Aoyikfis TpoTdoews) EmbéyeTon
dvaykaoTik®s fva ki pudvov Bva T@Y YopakTnplopév « @indic», «yev-
dg»* oUBETOTE Spcos elvan kal dAndis kol weudts (doyn Tis dvmipdocws ).

Tas mpoTtdoels, dx yvwpilopey kal ék T&Y poBnudTwv THs Tponyoupéins
TéEews, TS TaploTavouey CUMPBOAIKESS PE MIKPG ypdupoTa ToU AaTivikoU &A-
papriTov, kaT& TpPOTiUNOW BE P, q, T,. . .

*Edw pic mpdTaois p elven dAnbs, TéTE, kal povov TéTE, Abyouey 811 alTn Exer
«Tpfv dindeiog a» kol ypapousv 1(p) =g, t&v 5t alrn elvor wevdiig, ToTE, kai
uovov TéTe, Abyouev &Ti Exel « Tipfy dhnOsiag y» kol ypdoopey T(p) = y. ‘Emo-
Héveds, taw pdTaos eUpedf] Exouca ouyypovews kol Tas BUo Tiuds dAndelos o
kal , ToTe ToUTO &mroTeAel dwTigaoiv.

* Oepshiwhs Tis Aoyikfis Tdv mrpoTdoewv Umfipfev & orwikds @iAdoogos Xpbounmog
(281-208 m.X.).
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Hapedeiypata: lov: ‘H &kppoois p: «'0 24 3i=(2,3) elvar urya-
dixog Goibuds»* elvan pia mpdTtaois (Aoyikh mpdTacis), kafidoov TO TeEpiEyOpE-
vov arTis elven dAnbes, fitor T(p) = a.

20v : “H Exppaois q : «°0 V2 elvar gnroc dobudsy elven pla Aoyikdy mpéra-
ols, ka@daov TS TeplexSuevdv Tns elvar weudts, fitor T(q) = y.

3ov : ‘H Exgpaois « 6 doibuds x elvar ueyalitegoc Tod 10» 8t elven mpdra-
o5, 81671 Stv EmdéyeTan Eva TRV XapakTnpIopdY « dinbis », « wewdis ».

Eis v Siamimwo Tév TpoTdoewy Kal YEVIKWTEpOV TV Ekgpdoewy, 18iuws
8t eis T& MaBnuamiké, ouvavtdpey dpous kol oUuPoAa, &maws Tr.y. els T& &Uo
Trp&yTa TapaBelypaTa: « pryadikde aplOpdsy, « pnTdg apBpdcy, «2 43in, « V2Z»
kad TAfiBos GAAa Tapdpola, T& dtroia Exouv piav xafwoiouéimy xai udvipov onua-
olay el SAny T dudoxeiay Tijc dnebepyacias &véc Béuarog. Els Thy mepimrwow oad-
TN keAoupev Tous Gpous kal T& oUuPoia atabephs. *AvTiBéTws els T TapdBeryua
3 10 oUpPorov x Btv Exer povadikfy onuaciav, SUvarar A.x. TO x v elven elg
oloodnmoTe puoikds &pifuds fi dxdpn els oloodnToTe TparypaTikds &pi1Buds. To
T oupPaiver s THy Ekgpaoiv 2x = 6. ‘Opolws els Ty Ekppao x2+ V2 > y®
T& oUuBola x kai y (&pa kol T& x? kal ¥¥) Exouv dxabdpioTov kal ph) pdvipov
onuaciav, karégouv Bt T Blow dlo oiwvdhmoTe, o plav eidikiv karrnyoplav,
duTikelpévaoy, AX. TO x elven els oloodfmoTe Quoikds kal To y els oloobrimoTe
TparypaTikds &piBuds. T ToloUTa oUpPora dvouddopev petaPhintag. Qavepdv
elvan Atov &1 Ekppdoels mepiéyouoar peTaPAnTds Sév elven TpoTéoes.

§ 2. Mporaociakdg T0mog #j dvoikt wpodTaoig. — 'EAéxfn dvaTépw
o611 pla Exppagis Tepitxovoa peTaPAnTas Bév Exel vonua TpoTdoews, kabdoov Sty
yvwpifopey &v 1O mepiexdpevov aUtfis elvar dAnbis fi weudés. Mia ToiaiTn -
opaois yivetan TpdTaols, Stav ai év Adyw peTaPAnTal dvTikaTaoTalolv ut oTa-
fepas dpropévns kot yopias. OUTws 1) Ekppaots :

«d x elvan peyodirepos ToUu 10»
8& yivn wpdTaots, &v 1) peTaPAnT x dvTikaraoTodi] pE Eva olovBiTroTe Tpayua-
Tikov &piBpov. *Edv Ay. dvTikaTaoThowpey TO X Sik ToU 12, 6& Trpoxiym 1
mpdTaots 1 «6 12 elvan peyadUrepos ToU 10» ué Tipfv ddnbelas a. ‘Edv méAw
QvTikaTaoTHoWHEY TO X Si1d ToU 7, 8& mpokiym ) wpdTaoss : «b 7 elvar ueyo-
AUrepos ToU 10» pt Tiufv dAnbelas w. ‘Ouofws 7 Exepaois :
«6 quolkos &pi1Buds x Biaipel TOV Quoikdy &piBudy y »-

ylveton mpdTaois, E&v dvtikaraoTafouv oy, TO x=15 kal y=35 p TipHy
aAnbelas o, kofos kal Six x=7, y=33 ut Ty &Anbeios . TMaparnpol-
pev €86 &m1 Umdpyouv Lelyn TiuGv TGV peTaPAnT&Y X kal y &md SUo kabopi-
Loueve oUvole, Ev Tpokelpévey &TTd TO guvolov TGV QUOIKGY Kal &rd To olvolov
T&Y TpayuaTikdy &pifudv, Sid T& dmoia 1) Ekgpaois yivetar dAnfs mpdTaos
kol &AAe Letyn Tipév TéV X Kal y, S1& T& dmola alTn yiveton yeudns mpdTaois.

Al Exppdoeis : «d x elvan peyaUrepos Tou 10», «d guoikds dpiBuds x Sionpel
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ToV TparypaTikdy &pifpdy y» K.&, kahoUvTan mpetaciaxol thmor 1) dvorktai mpo-
thogrg, GAAws npotaciaxal cvvaptiioels wds, dvtioTolyws SUo peTafAnTév.
levikéds :  IIpotaciaxdg tomog (1) Gvowktd) mpbracig) mibs | nepiocotéipov
petafintdv keheita pia Exppacic, 1 onoia nepéyer piav fi neprocotéipag peta-
PAntag, kai | dnola xabictarar npétucig téts, kal pévov téte, @v ol iv Léyw
petaPintoi avrikatactabobv and otovysia £vds i neprocotépov ouvbrav.

OUros o &§iodioers kad of dviodoes elvat TpoTasiakol TUToL.

Xépw ouvtoplas oupPolifopsy Tous TpoTagiakoUs TUTTOUS pi piav peTo-
PAnTAV ). TV X &1k 1@V p(¥), q(x), r(x), ..., ut SUo peTaPAnTds T.X.
Tas X, y Six 1@ 1 p(x, ¥), q(X, ¥). . ., kol yevixdds S1& v peTaPAnTds : p(x,, X,
v vy Xy ) Kad EvvooUpev &1t ) peraflnTs) z diarpéyer &v atvolov avrueudvar, dr-
TieToiyws 1o Letyos tdv perafinriw (x,y) & obvolov levydv dvrixeiuévow, dvri-
oToiyws v otvolov v—ddwy avrixeluévaw, els To dmola dvapéperar 1) Expgasic p,...
To olvolov alrtd KahoUpey 6OVolov dvagopiic ToU TTPOTACIOKOU TUTTOU.

To oGvohov T&Y TIMGY Tfis LeTaPANTRS T TGV PeTaPANTGY, Bid Tds dmoics
6 TpoTaoiakos TUTros kabioTaTon dAndhs TpdTaols, keeiTal civokov Tipdv din-

‘Ogiag ToU TpoTaCIOKOU TUTTOU.

Elvon pavepdv &1 els v mepimTwow mpoTacicxol TUTOU TrEpIocoTépwY
afis mds peTaPAnTY TO oUvohov dAnbeias Tou elvan, v yével, &v cUvolov Sia-
TETCyuEVeV Geuy@v fi yevikwTepov v-GBwv dvTikeipéveov. OUtws els Todv Tpo-
TooloKkdY TUTTOV p(x, ¥): «3x+y=28» ds oUvorov &vagopds Buvdueba v
Becopriowpey 1O ovodov R X R, 8n). 16 glvohov feuydv TmrpaypoTikédyv &pi-
Buddv. ToTe TO olUvohov dAnbeias Tou elvan T olvodov (BAwv) TV BiareTa-
Yuévoov Cevyv (x, y), T& dmoia émednbelowy Thy fodtnTa 3x +y =8, Ax.

& Zebyn (1,5), (2.2), (%3) K&,

Enpeimorg: Mpopavés ol ouuPolouol p(x) ked p(y) voolvral dbs TauTédonuor, fitor
TO ypdupa, TO dmolov oupPoriler THY peTaPANTAV Biv peTaPdAAer TO eldos ToU TrpoTaciaKol TU-
Tov. Katd ouvimreiav, dAAayt) Tou &yvdoTou els plav Eiowov i dvicwow, 8ider looSuvauov
tlowav | dvicwaov.

§ 3. Mooodeikral.—"Eotw p(x) els mpoTaciakds TUTos kad Q T olvorov
dvapopds Tou. ToTe 10 olvorov Q ywpiletai eis BUo olvole, fiTol gls TO oUvolov
Qq , 1 TG oTorKElx TOU STrOloU & TrpoTaTIaKSS TUTTOS p(X) YiveTon Aoyikn Trpd-
Taols Pt Tiufv dAnbeias o kad Td oYvolov Q, , Sik T& oTotyeia ToU molou & p(x)
yiveTon Aoyikf) TpdTacis pt Tiphv &dAndelas .

TToAAdkis Bix va SroTutrdowpey TpoTdoess, of dmoicn ¥pnoipoTololvTal
els T& MaBnpaTiké, TpoTdooopey Tous kaAouuévous mocodeiktag.

Oi mooobeikTal, &mews yvwpilopev kol &k Tiis Tponyoupévns TéEews, elvan
8vo, fiTol: :

1). “O xodoUuevos drapéiakds mosodeiktng, oupPolldpevos pt «d», SoTis
GuorylyveookeTal « dmdoyet TodAdyioror .. » elte kod EAAwS « dia pegurd... .
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2). ‘O kchoUpevos kaBohikds mogodeixtng, oupPohfdpevos pt «pF», SoTig
dvaryryvaidokeTan « dud #dfe...» elte kod dAAws « &’ Sla Td...».

O TrooodeikTan mpoTdooovtan® TpoTagiakéy TUTWY oUTw :

1). «3 xp(x)» dvayryveokeTai : «Umépyel &v ToUAdyioToV X, GoTe vd loyin
p(x)», eite kai o¥Teo «B1d pepika x, loyuer p(x)».

2). « N xp(x) » dvaryryviookeTar: «B1& kébe x loyUer p(x)» elTe kad ol «&1°
Sha T& x foyue p(x)».

MapaTnpoluey Topa T& Efis : "Av p(x) elvan els wpoTaoioxds Tumos, A.x.
«b x elvon p@dTOS &p1Buds» Kai  elvon TO ouvohov dvagopds, ls TO TopdBerypd
pas, A TO oUvorov N T&v Quoikdy &piBud, ToTe :

1). ‘H &epacis «3 xp(x)» elvar pia Aoy mpdTaos, kabdoov alrn Aaupé-
VEL THV TIPNY & TOTE, Kal pdvov TéTe, &v TO oUvolov Q, Stv elvan kevov (BnAadi)
T glvodov Qy, elvan yviioiov UmooUvorov ToU Q) kal THY Ty W TOTE, Kol pé-
vov TOTe, &v TO cUvodov Q, elven kevov (fitor 10 Q, = Q).

2). “*H &opaois «3# xp(x)» elvan pia Aoyixn wpdTaas, kabdoov alrn Aaupa-
vel THv Tl o TTE, kad povov ToTE, &v Q= Q (BnAadn 16 Q, elven foov pé
T kevdv) kod TIpAY W TOTE, kol pdvov ToTE, &v Q, elvan yvhiolov Umrogvolov Tol
Q (5nhadn 10 Q elvon Bidipopov Tou kevol).

MpoTdoels Tédv popeddv 1) kal 2) koholvron dmapfiaxal, dvTioTolyws
mocotial TpoTaoEels. 'Ex TéV dvwTépw ouvdyouey Twpa 8Ti: Mia drapElaxi
avtiotoiymg pio nocotiki npdtacis sivar navrote pia hoyikn npéracic.

Mapadeiypata: lov: ’Ev p(x) elvor & mpoTtaciokds TUTroS :
«x—+5 = 13» pé ovvolov dvapopds TO oUvohov N T&v quowév &piBudv, ToTe
) TpdTagls ¢ « A xp(x)», ETevdds N «NAX, XEN pt x+5 = 13, elven yeudrys,
816 10 Qa={8, 9, 10,. ..} elven yvrigiov Umroolvodov Tou N, &véd 1) TrpoTaOIs:
«J xp(x)», éxrevéds 1) : «d x, XxeN p¢ x4 5 = 13», elven &Anbiis, 51671 16 olvo-
Aov Tiuddv dAnbelas Q.= {8, 9,.. .} elvon Sikpopov ToU kevou.

2ov: Edv p(x) elven & mpotaciokds TUmos: « (x+ 1)2=x2+42x+41»
ut oUvorov dvagopds TO ouvohov R Tév mparyuamikédy dpifudy, TéTE 1) TpoTa-
o15: « NAxp(x)» AapPdver THy Ty «, 5ot Q, = R.

*Emrions fi: «3 xp(x)» AauPdver Thy Tipv o, §16T 10 Qy elvon foov pé TO Ke-
vov ouvolov.

3ov: "Edqv p(x) : «x?+x+ 1 < 0» pé olvodov dvagopds T olvohov R Tév
TpayHaTIKGY &piBuddy, TOTE f) TPOTXOIS :

«>Axp(x)» Exrevéds fi: «Ex, xER pé x2+ x+1 < O» elven weudrys, S16m
Q. elvon 16 kevdv oUvolov kal guveréds Q, yvrigiov UmrooUvohov Tol R.

"Emions # mpéTacis :

«I xp(x)» Exrevéds fy: « I x, xR : x2+4 x+ 1 < 0» AauPdver Ty Ty @,
d16T1 Q= &F.

* KaTwTépw, XEpiv eUkohias, ol Togobeiktan émovran EvioTe TV TpoTagIAK@Y TUTLV.

8
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Oi moooBeikTen wpoThooovTon Kkal TpoTaciakdy TUTwWY BUo 1| Tepicoo-
Tépwv HETCPANTOV olTw :
VM y p(x,y), Snhabh) S1& kdde x kol kdde y loxuer p(x, y).
3 x 3y p(x,y), Bnhadh Umdpyer (ToUAdyioTov) fv x Kkal By, doTe v loyin
p(x, ¥).
W x3y p(x,y), Snhodn &1 kabe x Umrdpyer dv y, doTe v loxun p(x, y).
3 x %y p(x,y), Bnhabdn Umdpyer x, doTe Sik k&e y vé loxin p(x, ¥).

Al dvwTépw txkppdoels elvar Aoyikal TpoTéoes.

TMaparnpolpey 371 els Tas BUo TpddTas mepITTdaEls EmiTpémeTan peTdbeots

Mx¥ty xal IxTy, fror loyle :
VMY POYI= Ny R px)y)

dx3y p(x,y) =3y3x p(x,y).
ToUTo 8év miTpémeTan els Tés Blo TeheuTaias TepITTTAOELS, G5 Setkvel TO kK& ;
IMapaderypa : "Eotw p(x, y) & wpoTtaciakds Tumos: «°O x elvan MIKpOTEPOS
ToU y» ut olvohov dvagopds Té oUvoro R TéV TpayuaTikgy &piBudy, TOTE H
TROTACIS !
Fx3y p(x,y) AopBdver THY sy g, vdd 1 TpdTOOIS
dy S x p(x,y) AcpPdver Thv Tiphy .
‘H mpartn dkopdde 1 «Bid k&fe mparypoTikoy &piBudy Umépyer €ls peyou-
Teposy, &vdd ) BeuTépa txppddel @ «Umdpyer els dpi1Buds, doTe kéde EAAos va elvan
HIKPOTEPOS».

§ 4. Z0vOeTo1 TrpoTacelg. — "Ag Bewpriowopey Ty TROTATI :
«6 4 elven &pTiog Gp16uds ».

AUTn elven pla &mAR Aoyixn TpéTacis, kaBdcov eis aUTHY dvTioToikel f
Tipn «&Anbisy: AUTn Ekepdlel uiav iBi6TnTa, THv dmofav gxer &v duTikeipevov
(pdypa), nA. & &pibuds 4, fitor THY iB1dTnTa

4B «. .. elvan &pTios &piBudsy.

TMpogavéds | 1816Tns ol dvagépeTan kol s &AM dvTikelpeva (&p1Buois).
OUrtws, tav el Thv Béow ToU 4 Yedywuey TO 7, TéTE ) TpdTaCS

«& 7 elvan &pTios &piBuds »,
elvan Emions Aoyikn pdTacts, kaBdoov es aUThy &VTIOTOIXET ) TIuM «yeubtisy.
Thv 1816mnTa (1) kehoUpey &v «katnyépnpon.

Al TpoTdoels: «b 4 elvan &pTios dpidudsy, «b 7 elvan &pTios &piBuds», Btv SuU-
vavTal v wpioBolv eis SUo f) repiocoTépas AAas TpoTéaes, Siv oupBaivel épcos
TO aUTO Kai pé THY TpdTaciv :

Gl «Ot &pi1fpoi 10 kol 12 elven &priow.

AUt elvan pia Aoyixf) TpdTacis pé TRy dAnbelas o, dAA& yowpileton €ls
8Uo &AAas TpoTdosis, fiTol :

2) «b &p1Bpos 10 elvan &pTios» kel «& &pibpds 12 elvan &pTioS.
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EBG & aUvBeopos «kai» aile fva pdAov oynHaTIoHoU Hds véas TTPOTAoEWS,
Tiis (1) & T&v SUo &mA&Y TrpoTéaewy (2). THy s &vw TpdTACIY (1) xohoUpev
cOvlstov mpoTaoLy.

Fevikéds : Mia npotacig kakeiton odvletog tote, Kai povov to1E, v ovvicraton
3 arhdv mpotaceav ovvdedepévov petald tov pi Suagopa cvvdeTikd, Ta omola
KohoUpev Aoyukolg cuvdiopovs. o

Tevixéds els THY Aoyikhyv TV TpoTéaewy BewpolvTon s Aoyikol ouvBeapot
af ixppdotis : «kain, «eiten, «Edv.., T0TE...», «TOTE, Kai povov tote, dv», Erions 1)
Eppaais «byw, étav TifeTon PO YI&S TPOTATEWS.

*Ex 1év dveotéped Aoy1kddv ouvBéopwy & pév «Syi» efvon povoperils ouvBeopos,
B16T1 TPOTAOTETAL WSS TTPOTATEWS, ol UmrdhoiTror duws elvan dupeheig, 51611 cuv-
Btouv 8Uo TTPOTATELS. '

Mopadeiypoto cvvditmv npotacenv.

a). «'O &p1bpds 3 gite & &pi1Buds 4 elvon TEPITTOSY.

B). «’Eav 6 4 efvan &prios, 16t 6 V2 elven &ppnTos».

¥). «'O quoikds &pibuds 16 elven &pTios tote, kai povov tote, Gv SiaipfiTe
SxpiIPdds B1&x ToU 2».

). <Oy & 3 elven &pTios» = «6 3 §iv elven &pTiosy.

EvkéAws Suvdusda vd &mopaviddpey 6T ol dvwTépw olvietol TPOTATEIS
glvon Aoyixad TTpoTdoels pE Ty dAndelas . Koard Tov yapokTnpiopdy Tév dve-
Tépw oUVBETWY TTIPOTACEWY EUKOAWS SiamioTouTtan &T1 1) Tiph &Andeias Twv ESap-
&t &k TV TIpEY dAndeias TGV &TAGY TpoTdoewy, £ v alTon ouvioTovTal.

Eis THv Aoyikiv Tév TrpoTéoewy Sexoueda yevikés 6T &k SUo Aoyikdv Trpo-
Tdoewy guvioTaTon B1& cuvbéoews cUTéV pé fva &k TGV AoyIk®dv ouvdeopwy
«xaly, «elTey, «Edv. . ., TOTE. . .», «TOTE, Kai udvov TéTE, Gv» pia véa Aoyikt) Tpo-
roois. *Errions & wids TpoTéotws (Aoyikiis) Sik TpoTdeas Ths &pufioews «By1»,
mrpokUTTEL piat Aoy ik TpéTaaIS.

Al TrpoTdoels fewpolpeval elTe pepoveuéves, eiTe dvTds Aoyikol ouvduaopou
pet’ &AAwv TpoTdoEwy, SHws WS &V oUvohov, &moTeAoUv GvTikeipevov HEAETNS
ol pépous Exelvou THs MoBnuaTikfis Aoyixiis, T otroiov koAeiTar Ilpotaciaxog
Aoyiopoc.

§5. "ANyeBpa (Aoylopdg) TOV mMPOTATEWV. — Aeydpedoar 611 Urapy el
fv oUvohov &TAGY AoyIKédV TpoTdoewy, TO oToiov oupPohiZopev ut TT- & oTol-
xeio, 8€ Gv 1o TT owvioTaTa, SnA. T&s TpoTéotls, cupBolifouey, ds EAéxin Ko
gls THY § 1, ué & ypduuoTa p, q, T, 8,. . . Aexoueda g Afov ST els EkdoTnV
mpéTacw p &k Tou TT &vmioToryel &xpipéds els ik TV BUo YapaxTnpiopdy
«EAndhsy (), «peudhsy (), fitor Bexopedoa &1 UploTaTan pic HoVOoTiHaVTOS
&rreikdvicts ToU ouvdhou TT €is o Sipehis otvohov {o, W} : Mpégopev 8¢ :

1: MM—{e ¢} A kal &AAws Thhp — T (p) €{, v}
A& This povoonuévTou TaUTnS &retkovioeos T ékdorn TpéTAOIS p Aappdvel &kpi-
péss plew Tipdy T(p) &v {o W} THY kohouptvny TRy dinbelag Tijs TpoTaoEws p.
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Oecopolipev Tepa Tous k&Twh AoyikoUs ouvdéopous, Tij BonBeiq T dmolcov
époBidlopey TO oUvodov TT Tév &mA&Y TpoTdoewy wé «Aoyuxds modEeicy ;

1). "0 olvbeopos «kain, SoTis ouuPolifeTon pé « A» kol BioBddetar «ovlen-
&icn, A «xaly, xpnolpomoleiTen ik ToV oxnuaTioudy THs Aoyixis Tpd&Eews Tiis
oviedtews.

2). "0 ouvBeouos «elte» fj «ii», & dmrolos oupPorifeTan pé « \V» kol BroPade-
Tan «dedlevficn, XpnooTroliTan Si& TV oxnuaTioudy Tiis Aoyikis TpdEecos tiig
(Eyxherenikiic) draledtens.

3). *H &xppaois «av. . ., thte. . .», ) dmola oUpBorileTan Pt «=—>» kai Sio-
Paletan «émerary, «ovvendyetary, XpnowwoToliton Si&k TOV oxnuaTioudv TS
Aoyixfis TpdEews Tiis cuvvemaymyiig.

4). *H éxppaois «tdte, kai povov tote, Gvw, 1| dTola oUUPOAIZETan Pt «<=s»
kol SioPaleton «merar xal dvrieTodpwsy T «ovvendyetar xal AYTITEAPWS Y,
XpnotoTroeiton S1& ToV oxnuaTiondv Tis Aoyikfs Tpdews Tiis (Aoyikiic) ivo-
duvapiag.

5). ‘O Aoyikos oUvBeopos «Byw», SoTis cupPolileTar pé « ~ » xad SraPadeTon
«8y» 1) «dévn, Xpnootoeitan Si&k TOV oynuaTIoNdY ThS Aoyikiis TpdEecos THs
apviioeog,

Aexoueba Topa T& EEfis 1 ). 'Edv els 16 Teookpwv TpdTwv cuvBiopwy
Tebi] peTafl BUo olcovdhmoTe &mAdY TpoTdoewy p kad q & Tou TT, TéTe TpoKU-
el plac oUvBeTos pdTacts, ) dmoiar kodeiTan oHvBeTog NpdTacLg npdTNg Pabpi-
dog. "Hrol 816 kéBe LeUyos &mAdsv mpoTdoswy p kail q & Tol TT of TPOTAOEIS
PAGQ PVQ, P == q, p <= q clvan olvBetor wpoTtdoels pcaTns Badpibos. Da-
vepov elvon &1 of Spor Tob Zelyous p kol g &miTpémeTen v& oupTriTrTou, ftol o

PVP, PAP, P=>Dp, P<p,
elvan &mmions ouvBetor TrpoTdoeis TS PaBuiBos Bik Kkéde TpoTAOTIY p &k Tou IT.

P). 'E&v & méumros Aoymds olvBeouos TeBj mwpd Tuyolons TPOTATEWS
& Tou T1, TéTe mpokUmrTel pla oUvBetos TpdTaots, KoAoupdvn Emions nphng
Babpidog, fito1 ~p elvan olvBetos TpdTacts TP TS PoaBuiSos.

§ 6. NpaZeig perad Aoyikddv mpotaoewv. — Ar’ ékdotny olvletov
TpSTacY TPATNS PaBuiSos dpileTan drpIPéss pio Tipd &v {o w] 7 Ponbeiq Tév
KaTeTEPW Tvdkwv. ‘H Tipm Tiis ouvbéTou TpoTéoecs &v {o, w}, f) émoia kokei-
Tou kol Ty dinlelac Tiis ovvliérov mpordoews, SpileTon TAPWS €K TGV TIpGY
dAnBeias ExdioTng TV &TAGY TpoTéoEwY &K TéV dmolwy ouvicTaTar kal Tol TpS-
oV ouvBEsews aUTEV TIPS TXNUTIONOY Tiis cuvBétou TrpoTdoews, oUyi Guws
&md TO TrEplEOPEVOY anlTEIW.

Oi Biagopol TpéTol ouVBioews GTAGY TrpoTéatwy TPOS OXNHATIOUOV Tuv-
BeTou ToliTns, dmoTEAoUv TS «hoyikig mpateigy petafl TGV TpoTdoEwy.

Al Beuehioders Aoyikal mpd€ers elven ai &6

1. ZoCevEug: Ta Eaydpeva Tiis Aoyixfis mwp&ecos T oulelEems A
TAPEXOVTAL OXNUATIKES, 8Treos yveopifopey kol &k T&v pafnuérev Tijs Trpon-
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youptvns TéEews, B1& ToU k&Twdi Trivenos kohoupévou mivakog Tipdv dindeiag

T THis oulel€eds pA Q.
p ~ q pPAqg Auvéqer Tou Evavtt Trivaxos, ) Tiph T(p A q)
& [ % o Tfis TpoTéoews p A q OpifeTan fon pé o, SnAadn
() " ‘ ¥ ¥ T(pAq) =« TOTE, kod pévov ToTE, &V T(P) =
¥ o ¥ o(q)="c0" ¢l§ 'rrii(crav &AM TrepiTTTooty ) TR
i ¥ ¥ Tfis pAq elvan Ton pt @, fiTor T(PAQ) =Y.

“Qore : “H oblevErg doo mpotacemv elvan &-
Anbilg tote, Kal povov Tote, Gv dpedrepo ai TPOTATELS sivan dAnOeis.
Mapaderypa: "Ectwoav al wpoTéoss :

p: «'O % glvan pnrog GpBpdg» xad q: «'O 5 elver apynmikdg apbpdgy.
Téte A oulevbis adrdy pAq: «O -g— elvan priTds &pibuds kol 6 5 elvon &punTikds &piBpds »
elvar pla oUvBeTos TpéTaats, f dmola elven weudhs (Sreetl ;).
2. ’Eyxierotikt) dralevlig :

Auvéper ToU k&Tewbr Trivakos, f T T(pV q) Tis TpoTéoews pV q oplleTon
fon ut vy, firor T(pV q) =y TOTE, Kal pbvov Té-

P q PVvVq e, &v T(p)=T(q)=y" € T8oav EAAny mepi-
« A o Trwow f T Ths pV q evan fon pE a.

2 a ¥ a “Qoe : ‘H (yxheromich)) Saleviig 8bo mpo-
¥ a a raceov elvar GAnOfg tote, xai povov tote, Gv
¥ ¥ ¢ pie todrayioTov AV (anhév) mpothoswv elvon

anone.

Mapéaderypa: Elvan dndig §i elvar wevdils 1) npoTacIS :
« "0 ambpog 17 elvar téderov tetpay@vov eite O Y2 elvar Gppnrog»;
*Angvinoig 1 ‘H olvberos alTtn TpoTaoIs elvan AAnghs, 519T1, &v TAPACTHTWLEV ik p
Thy TpéTacy : «'O &p1Buds 17 efvai Téhetov TeTpdrywvovy Kal Bix q ThHY TpéTaoww : «'O Y2 -
von &ppryTos», Exouev T(p) =y xal T(q) = o "Ofev, oupgcvws Tpds ToV dveoTépw Trivaka (¢35
1) clvBeTos TPOTOOIS ¢ "
PV q: «b &pifuds 17 elvon TéAeiov TeTpéycvoy eite & V2 elvar &ppriTos»
elven &Anbns.
3. Zovereyoyn
Auvédugr ToU ké&Teobl mivaxos, i T T(p == q) Tiis TpoTdoEws p=>(
dpileten fon wé y ToTE, Kad povov tére, & T(p)=a kal T(q) =y € MW
SAAnY TeplmTeoow i T THS p =+ q glvan fon

P q ||[p=-q| ua fiTor:
T(p =+ Q)=
3) : 3 ; “Qote: ‘H covenayoyi p = q &lvar yev-
[ 8ng toTE, Kai povov toE, Gy 1l p elven dhnong xai
M | = ‘ . i q slvan wevdfic. Eig naoeg tdg GAlug mepl-
,‘p P 2 P ni@oerg elvar dAndig.

Tléss godveran 611 f) ouveTrarywyh Stv elvan dvmperadeTikd Aoyikh Tp&Eis ;
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Mapéderypa: Elvar dinbig f wevdig | mpéracg: « 3 =4) => (7> 2)»;

*Anavinoig : ‘H mpdTaois elvan &Anbrs, 81ém1, &v TapacThowyey Bi& p THAV: «3 = 4»
kal B1& q v @ «7 > 2», TapaTnpotuey 6T ) p elvar weudhs () ked /) g elven dAndihs (). Suve-
S, oupgwves Tpds Tov mivexka (3), | oUvletos TpdTaois :

P=>q: «ttv 3=4, 1é1e T>2>»

elvan dAndns.

Mapatfpnors: “AAdol Tpédror SiarruTrddoews THs ouveTarywyfis p == q
elvan kai of &Efis :
«p elvan fxavi) cuvBikn dua g»
«q elvon dvaykoia cuvdikn Sua p»
«indleoig : p, oupnépacpa @ @»
«p, 60cv q»
«p, Gpo q»
«y ovvayetar £k Tol pr.

Mapaderypa: "Eotw 1) ouverraywyr : «'Eay t& tpiywva ABI, A'BT”
elvan Toa, Tdre al ywvicn Teov elvar Toon pla wpds plavs.

‘H Umdbeais p: «t& Tplywva ABT, A'BT’ elvar foow elvon ixavi cuvBixn
Six 10 ouumépaopa Tis iodTnTOS TGV duTioTol WV Ywouiv.

To ouumépaopa q: «al yowvier Tév Tprydvey even foc pla mpds piovs
elven dvaykaio ovvBiikn ik Ty iodTnTa TGV Tprycvwy: nAadh Stv SUvavton
T& Tpiywva va elven foa yopis af yevian Tev vk elver Toan plo Tpods piav.

4) Aoywxny isoduvapia.

Auvéuel Tou k&Twb Tivekos, | T T(p <= q) Tis TpoTdoews p <= q
Oplletan fon mt o, TéTE, xad pévov TéTE, &v
P+=q| ~(p)=-7(q) 88ev A Tiuf T(p <= q) elvan fon
B, &v, kad pévov &v T(p) # T(q).

"Qote: "H (hoywkn) icodvvopio elvon din-
B¢ tote, kai povov tote, Gv al 800 npotassig si-
var ouyypbveg dinbelg §i ovyxpoves wevdeic.

‘H Aoyikd) icoBuvania elven dvrietabeTiky
Aoy mp&Eis ; N& oynuoriodii & oyxetixds wival dAndelas.

Mapéaderypa: Eiver dindig i elvar wevdiig 1 npétang: «(2=5 <> 4> T»:

’Andvinoig : ‘H Bofeioa igoduvopiar elven &Anbrs, Sidm, &v TapaoTicwuey Six p:
€2 = 5» xad B1&x q: «4 > T», Exopev T(p) = y xal T(q) = y. ‘Emopéves, ouNpovw@s Tpds ToV
Tivaxa (4), | olvBetos mpdraois :

P<=>q: «02=05 1ére, kol pévov 1éTe, &v 4> T »

S o e M

4

€€0p|T
€a€0 |
pE€€n

elven dAndrs.
Mapatnphoeig: a). *Ex ToU dpropol Tiis (Aoyikfis) looBuvauias évwool-
uev 611 foylouv of Efis 1816TnTes
¢ p<>p
2. (p+= @+ (1+=>7p)
3. (pe=qAq=<=>r1) = (p<+=r1).
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B). "AXAor TpdTrol AekTikfls SiaTuTrdoews Ths looduvaulas «p <= q» elvan
kad of £6fis :
1.  «p &av, xai pbvov Eav, q».

2. «p elvar ixavi) kai avaykaia covOfkn Sid q».

3. «p npéner kai apxel g ».

4.  «p xai q elvar Loyikdg icodOvapor» 1) &TTAGS «icodbvapor».
5. «p = ( xai aviietpégug ».

Enpeinorg: 'Edv BiAwuey va Snidowuey 671 1) looduvapia p <= q 8Uo mpoTé-
oewv UploTaral 6§ Spiopol, TéTE Xpno1HoToIOUNEY TO CUMBOAOY w=s-, fjTO1 YpAQOMEY P <=3 (.
opo opo
5) "Apvnoig: Koard Thv Aoy altiy wpagiv Si& kdbe mpdTaowv p
Beyoueba piav TpdTaow Tiis Hopefis «dy1 p», cupPolifopévn « ~ p», T dmrofa elvan
SAnOBfs ToTE, Kad povov ToTE, &v ) p elvon weudns, Weudhs 5t &v 1) p elvon dAnrs.
OUreos & mivag TiuGv dAnbeias Tiis &pvfioews « ~ p» elvan & kéreob :
; Auvéper ToU EvavTi Trivonos, 1) i) T(~p) THs Tpo-
p ~P | Thoews ~p OpileTon mavtoTe Bidpopos (dvtifeTos) Tiig
5) d ¥ Tipfis T(p) Ths TpoTdoews p.
" & ‘Ofev, t&v T(p)=1q, TéTE T(~p)=y kal v
T(p)=1; aoreiT(~p)=ci
“Qoe : Al tipai dhndeiog T@v p kai ~ p elvar navrote dvriberor.

Mapaderypa: "Eav p: «d V2 elvar pnrog ambpog»* vi edpedfi # npdy t(~p) tiic
MPOTAOEWS A~ P.

Adborg: "Exopev T(p) = v, &pa T(~p) = «, #vba:
~p: «8y1 & V2 elven prds &p1Buds » = « & ¥2 Btv elvan pnds GpiBpdss.

Mapatfpnorg: 'Exrds Tédv dvewTépw Aoyikédv cuvBéopwv Ypnoipo-
TroweiTan évioTe dg oUvBecuos kal 1) Ekppacis « §j povev . .. fj povov . . .», | dmola
cupPolifeTca pé «v» f) «V». Tij Ponbeiq ToU dvwTépw ouvdéopou oynuaTifeTon
1| Aeyouévn dmoxierotiks) Sralevgig. OUTws, f) &dmokAetoTikn Si1é&deuis Slo TpoTd-
oewv p, q ovpPoAileTan ué: p vV q 7 p V q kal dvaryryvdoxeTtan «fj udvov p fi pé-
vov q». ‘H ouvletos mpdTaais p V q, kaTaracoouévn kol altn els THY TNV
Pobuida elvan, dreds yvwplfopev & Tijs ponyoupévng Té&Eews, &Anbhs TOTE, kad pé-
vov ToTE, &v of Tipad dAnBelas Tév p kai q elvon Si&gopot, Weudng 8¢, dtav o Tipad
&Anbeias Tév p kal q elven foar.
pvq “Ofev Exouev TOV EvavTl Tivaka TGV &-
Anbeias Tfis &mokAeioTikfis Siadelecos p v q.

Auvvéyer ToU Trivakos ToUTou, 1) Tiwh T(p V q)
Tfis TpoTdoews p V q opileton fon pé o, TOTE, Kad
uévov ToTE, &v T(p) # T(q) ki T(PV @)=,
TOTE, Kad pdvov TéTE, &v T(p) = (7).

"QoTe: "H aroxherotiki) Sualevis doo npotasewy slvar dindiy; tote, kal pévov
tote, v 1) pia elvar dindng kai f dhin yevdig.

)

€€pp|T
€«p€n |
€0 p€
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Mapaderypa lov: Eig ¢ Mabnpanxd 1 Exgpacig : «6 a glvar peyadiorepos fi loog
00 B» dpileton dg E&fG :

e=p<~=a>p fi a=B
opo

Katomv tob dvorépe opropod moia 7 npn ainbeiag tiic npothocmg : «4 =3».

Anavinoig: Auvdpe ToU s &vw dpiopol ) dvatépw mpdracts elvar loodlvapos
ut Tv: «4 > 3 | 4 = 3». Alrn Spws elvan dAndrs, 516T1, &v TapacTiowpey pt p THY TpéTa-
ow: «4 > 3»kal nd q Tiv: «4 = 3», Egouev : T(p) = akal T(q) = . "Emi mAtov B¢ oliBémroTe Evar
&p1Buos elvan kal peyoddTepos kal foos tvds dAAou &piBuol. ‘Emropéves 1) olvetos TrpdTaois :

>3 f 4=3» &motehei plav &rokAaioTikiy B1&leuby, ouveTtdss, ounPdVLs TPds ToV
mivexa (6), Exopev: T(pV q) = a.

Inpeioworg. Ex 1ol &vatipw TopadelypaTos oupmepaivopey &1 elven
SpBdv va ypdpwpey : «3 = 3» kal yevikdds «x = x» \FxeR (Sl ;).

Mapaderypa 2ov: Katomv tod dpropod, tov dnolov 2ddoapey sig thv §1 Sa iy
homnkiv mpbraciv § dfhoowy, ti slvan 4 Exppaoig : « 'H dfhoeig elvar pia ainbig §f wev-
g mpbTaog».

'Anavinoig: ‘H dveorépw Egpaois elvar &mrokheioriky Siélevkis, 5idm | (Aoykn)
TpéTaais i 8fAwais elvan A pévov dAndns (xal Sy1 weudrs), i pévov weudhs (kod x1 &Andis).
AnAadi) 1) 8fAwois oUdémoTe elvon kal dAndns kol weubiis.

Mapadervypa 3ov: "Eoto pic oikoyévein pé 800 tékva, dpgpétepa dyopa. "Eote p
1 mpétaog : «Toé peyadbrepov tékvov eivan dyopi» xai q M| mpétang : « Toé pxpotepov téxvov
elvar ayopr». Na arnoddoonre Aexnkdg tiv cdvletov mpotacw pV(q xai va elpnte iy tpny
ainbeiag tavtng.

’Anavinorg: ‘H olvletos mpétaois pv q onuaive :

PVQq: «"H povov 16 peyalirepov Tékvov elvan &ydpt fj pévov TO pikpdTEpOV .
AUTn elven loodlvapos ué Thv :
« ‘H olkoydveia Exer Eva &ydpr kal Eva kopitol ».

TMpogavéds #) Tipn dAndelas 11is TpoTéoews TodTns elvan w(=yelbos). Eis 16 clrd oup-
Tépaoua KaTaAfyousv kal & ToU mivakos 6, &v Angdij Um’ Syw émi: T(p) =a, T(Q) =«

Qore TPV =y.

’Avakegalaionore Of 8§ dvwTépw Tivokes Tiudv dAnbeias TV
Aoyixédv mpdbewv Tiis oulelews, EyrheloTikfs Sialeufecs, dmokAsioTikfs Sia-
Leews, ouveraywyfis, icoBuvapias kal d&pvrioews SUo Tpotdoswv p, q ouvo-
wifovton eis Tov kaTwh mivoka :

ZofevEig |'Eyki. Awal.| ’Am. Awaf. |Zuvveraymyn |'looduvapia "Apvnoig
P q
PAQ pVa PVQ ([P==>q|P<=>q| ~p Y
x o x (o Wy [+ 4 (s 4 Wy ¥
« W v o « W Y y o
b o Y « x o Y o )
W Y L4 v W o [+ [+ o
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§ 7. TavroAoyiat kai adToavridboerg.

1). Tavtoroyiaw Mia oclvletos mTpéTacts A, es THv dmolav Euponi-
GovTon ai &TAAT TPOTATEIS Py, Py, . . -, Pu €k TOU cUVSAOU TT, KaAeiTan pia T & U T o-
Aoy la ToTe, kal wévov TéTe, &v 1) T dAnBelas ot elvan N o (=dAnfea),
Bi1d kéBe «ouvBuaoudvy TIpGY dAnBelos TEY &TAGY TIPOTAGEWY Py, Pyy. - -, P -
Ai Tautoloylar auuPoAlZovtar pé TpdTafiv Tou oupBdrou : =, fjTor:

FA onualver: 7 modracis A elvar pla Tavroloyia.

"Ai6hoyor TauTohoyian elven af £€fs

1). Néuog vijs tavedryros : + p = P

2). Nduog dumdfic dovioews :  p <= ~ (~p).
3). Nduog droxleioews tolrov : - pv (~p).

4). Nopos dvrupdoeme ¢ ~[pA(~p)].

Té ém1 elvan TauToloyla, padvetar oagdds ik T6v kéreb Trivékeoy :

P|~p| ~(~p)| PA(~P) [p=—>p pﬁn-(f-p)i PY~p | ~[PA(~P)]
al oy o ] o a \ a
V| a L v o a ‘ @ I o

Hapatnpioerg: 1) ‘Qpioptvan Tautoroyia, Adyw THis yevixiis loyvos
Twv, kaAoUvTal dpyel i vépor. Mopadelypata TololTwy TouToAoy1&v elvan ai
GvwTépe Tautoroyla (1), (3), (4), o émoim elven TPEls & TGV Tegodpwy
vopwv THs Aoyixfis ToU "ApioToTéAoUs *¥) |

Oi vépor Tfis Aoyikiis Tol *ApioTotéhous elvan of kérewb TECTOpES :

a'). 0 vduog tijc Tavréryros

B'). O vduog tijs dvtipdoewms

¥'). 0 vduog Tob amoyp@vros Adyov kol
8'). ‘O vduog tiic 100 Tolrov dmoxdelvews.

2). "H TauTtodoyia (3), kard THY émolav & 5o QUTIPATIKGY TpoTdoEWY P
kal ~p | plo elvar dAndhs kol f) &AAn yeudrs, péon kaT&oTacts Biv yewpel, Ko
Asion kad dpyn Tiis ToU péoou f) Tpitou &mrokefoecs.

Hupaderypa : Na Sery0ij 6t ) karod icodvvapia :

~@AQ <= ~pV~q (Nopos tod De Morgan)
sivar tavtohoyio.

* Bepehiwotis Tiis Aoyikifs, yevikéds do EmoThung T&Y véuwy THs orbyews, UmfipSev & &x
Zrayelpwv Tiis MokeSovias péyas PtAdéoogos Apratotidng (384 - 321 i
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Aborg: Zxnuarifousy Tov dwohouBov Trivaka Tipddv dAndelas Tiis So-
Belons looBuvaplas : ‘

Pl A | ~p| ~q|PADd | ~PAD | ~PV~q | ~(PAQ <= ~pV~q
ala |y |y a v Y @
a gy | gy a W o a x
Yy | o o Y W o o o
Y|y o o3 Y o o4 a

"Ex ToU dveotépo Trivakos mapoatnpoluey &1 1) Tiuhy &Anleias Tiis Sobelons
looBuvapias elven dvToTe o, Bid kéBe oUVBUaTPSY TIMGY dANBelas TV p kal q.

*Apa 1) Bobeioa ooduvapia elvar TauTohoyla.

“Qoe: =~ (pAg) == ~pNreq.

Enpeiworg: Kard Tov alrdv Tpémov drodeikvieTan kol 6 Erepos vépos Told De Morgan.
~(PVQ) <= ~PA~ 1.

2. Adbroavrtipaoeig. Mia olvBetos mpdTaois B, els Thy émolav
tupavifovton af &mwAai TPOTAGELS Py, Py, - -, Pe , KOAEITAl QU TO GV TIQao1s
TOTE, Ko pévov ToTE, &v 1 T dAndelas cUTis elven @ (= weldos), Bik ke
ouvbuaouov TipGY dAnBelas TV &TAdY TpoTdoewy P Pai- . .» Px | OUVTOMG-
Tepov, 8Tav 1) pvnols aTiis elvon pia TauToAoyia.

Mia adrroavTipaals cupBoAifeton ut wpéTafiv ToU cupBéAou ~ .

Mapadevypa : Na Sery8ij 6m 1) npétacis : (p==-q) <= (p A ~q) = B(p, )*
elvan adtoavrigaois.

A 0 o1 g : ZxnuaTifopey Tov Trivaxa Tipdv dAnleias Tfs TpoTéoews B (p, q).

p q ~q P=q PA~Q B(p»@ | ~B(p.q)
1 |
« a ¥ = T v @
o W a o ‘ a v | o
v « v « ¥ % @
¥ v a | o« ¥ Wi 1ot broaia®
{ |

"Ex ToU dvewtépe Trivakos Tapotnpoluey 81 f) Tiuh dAngetas T TrpoTdoews
B (p,q) elven wévroTe W, Sk k& ouvBuaoudv TIpGY dAnBelas &V p xad q.
"Errlons & Tfis TeheuTaias oTAANS ToU dvwTépw Trivaxos PAtTopev &T1: ~ B(p,q)
elvar Tautohoyia. *Apa:  ~ = B (p, q).

FCevikig napatfpnorg Ta dvarrrtuyfévta péypr ToUde mepi Aoyl
opol Tév TpoTdoewy foxUouv kal &v els Tols duwTépw Tivakas T& cUMBoAX p

* 'Evraifc 1O oUpPolov «=» onuaiver: ouvtépws oupPohilopey THY &pioTepk Trpd-
Toow Wi ..

2 1
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kal q dvTikaTtaoTafolv wé mpoTaciokous TUTOUs (&voikTds TpoTéoes), TEW
omofwv Spws T &Andis T weubts B dvagépnTan els TO oUvodov TIpGY TTiS peTa-
PANTHs | TGV peTaPAnTEV TV &v Adyw TpoTasIaKEY TUTTWY.

AZKHZEIZ

1. *Eotwoav al dvoiktal TpoTdoers :
p: «'O x elven pntds &piBudsy, q: « O x elven puoikds &p1Buds».
a). N& ypagoiv Umo cupPolikiv popeiv al kéTwd ékppdosels :
1. «'O x 8iv elvan prTds dpiBuds»,
2. «'O x 8 elven quaikds &piBuds»,
3. «O x elven pnTds kal 1 guoikds &piBudsy.
B). N& BrarurwBolv pé Aéers of k&rwd (Aoyxol) o :
PVa  PAG  ~PA~T PA~G PV~q Q=P ~P<=~q
2. Ti onpaiver &x&oTn TV k&Twd! Aoyikéy TpoTdoEwy ;
@) (5<DAT<S), B) ~ (a=P),
) <OV =0V (x>0)
3. "Exouv vénpa ouvbétou mpoThoews al ikpploers ;
o) «oxfjua V TimosH. B) «7 <= 3». Y) <AvatoAd V Alcis».
CAnavenog : &y (St ;).
4. Né& eUpeBoiv af Tipad dAnBeias Tév k&Twbh ouvbéTwy TpoTéoewy :

@) (4=13—2) VG =8), B) (3%<5)-=>(2=2),

Y) (T=4+3) ==+ (2>5), 5) Q=3)4=>(5=1),
£) (27 =3 .8)v (5* = 25),- oT) (2 >5) <= (3=28).
5. Awaciodoyfioare Siatl 1) mwpdTaois: «’Eqv & TlepikAfis fito moTapds, TéTe & TapBeviow
eUploxeTan els Tés *Abrvasy elvon danbrs.
6. Aeifore 61 dxdoTn TEY Emopévey ouvBéTwy TPOT&TEwY elvan TavToAoyia.

a) ~ (PAG) <= (p = ~ q), B) pPAQ == pVa,
¥) pPA(PVAI) <= p, 8) pV(p/AQ) <= p,
e) (p = q) <= (~P)Vq, o) (pY ~PIA@GV~ q),
2) [pPA(p = )] == q, NIP=DAP=>~]= ~p,
8) [(p=> DA =>T1)] = (p = 1), 1) VAL <= (PAr)V (GAD).
7. Acifare &1 EkdoTn TV Emopévoov ouvBiTwy TpoTdotwy elvan adToavTipaars.
«) (PADA(~ PV~ B) (b YDA(~pA~a)

V) ~@PAD 4= ~(~PV~q, B8) ~pA~q<=pVa.
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KE®AAAION II

ZTOIXEIA EK THZ OEQPIAZ TQN ZYNOAQN

. §8. “H &vvola Toli ouvdAhou.— ‘H Evvoia Tol ouvdhov, ds kal ) Evvora Tifs
Aoyikiis TpoTdoEws, BecopeiTal ds TpwTapy iKY Evvoia, s Evvola pfy EmBeyxouévn
Spiopdy, &s Evvola ) duvapévn v’ &vaydi) els dAAnY Evvoiav.

Eis T& MafnuoaTika Sexopeda 811 EmiTpémeton oA dvTikelpeva oagdds ka-
Buwplopéva kal Sroxekpiuévar peTafU Twv v& Bewpnlolv s dvvéov dvTikel-
pevov, to &molov KahoUpev 76 advolov tdv Dewpovuévor dvtixeiuévaw.

T& &vtikelpeve ouporifovtar ouvnBos pé pikpd ypdupara Tol dAgapriTou,
™Y & B, ¥,- . .. Ev oUvorov dvtikeipéveov cupPoliferar pé v kepahadov ypdppa
ToU dhgapnTov, T.X. Z, A, X, xwpls PePaicws TouTo va elvar UmoypewTikdy, T.X.
elg TV yewueTpiav oupPaivel ouyvd 16 dvTioTpogov. T dvTikelpeva o, B, y,. . .,
T& dmroia dpifouv Ev olvohov, A.X. TO Z, kehoUvTan els THv «yAdooav T&V guvd-
Awv», oToryela TOU ouvdAou Z, moAA&kis 8t kal onueia Tod ovvdlov Z.

Ar &v Tuyov oToryeiov x kail 81° &v Tuyov olvolov Z Bexduela &T1 foylel uia
pévov GO TAS OXECES :

1) x€Z (Snhadt) TO x &vrikel els TO X fi 1O x elvan oToixeiov ToU ).

2) x ¢ Z (BnA. 1O x Stv &vnkel els TO Z f) TS x Stv elvan oToiyeiov ToU Z).

‘H Evvoix ToU ouvolou elvon ocuvBebeuévn pé THv Evwolav wds «oyéoews
lodtnrocy dpiopévns petall TGV oToiyelwv Tou, Paoel THs dmolas Becwpolpev
TaUTS, &&v S&v ouvbtwvTon S1& Tiis oxfoews =, s Siakekpipéva petafl Twv.
AxpiPéoTepov : deyducla bt xdbe oivolov X oroigelwy a, B, v, ..., 2, Y, 2, ...
elvas Lpmdiaouévoy pé ula ayéow lodryrog, fiTor &Ti: bua xdfe (edyos aroyelwy
x,y éx o0 X elvar Péfawoy xal xava &va dxpifds Todmov (= povoonudvrwc),
dv 1a oroiyeia radtta elvar ioa, dmdte ypdpouey x =y, 7| dudpopa, dndre yod-
pouev z #y. ‘H oxéois altn mAnpol T&s &Efis xapokTnpioTikds iBidTnTas
(= d&idpara) THs iodTnTos :

a) X=X Y xeZ (adromalng ididns)

B & x=y, 1618 y=X (ovpuetouer ididTnc)

Y) & x=y xai y=12z, TOTe X=1z (perafariny ididtng).

THv &5 &vw lodtnTa, 1) dmola &piter TO Z (Siakplvel T& oTolyela Tou) ka-
AoUpev «Paoikny lodtnTan wpds Sidkpiotv &md k&be &AAnY «iodTnTom dprfopévny
&v 2.

Mpooéfate! To oupPorov = cupPorilel Ty Paoikny iodTnTa kKai Sév
TRETEL V& oy XénTal, ¢ T6 =, ToU émolov 1) onuacia Exel fidn EEnyndd.
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Iapadeiypata ovvorov,

1. To cuvohov T&V guorkdy apbpdv: 1, 2,3, . . ., v,. . . TouTo oupPo-
AiCeton pt 10 ypdupa : N,

2. TS ouvohov TG dxepaiov ambpdv : 0, +1, -1, +2, -2, .. Tt =y, ..
ToUto oupPolileran pt T6 ypduua : Z.

3. To olvolov T&v pnt@v apibpdv, Smep oupPoAifopey pé : Q.

4. To oUvohov TGV mpaypatikdy apludy, dmep oupPolifoper ué TO ypdupa
R, &v& pé 14 oUppora R*, R, ouuPoAilopev Tols BeTikoUs TrparyuaTIKoUs dpt-
Bpovs, &vtioTolyws Tols wfy dpunTikoUs TparypaTikoUs &p1@uovus,

5. To oUvohov T&V pryadikdv aplpdy, &rep oupPollfopey pt TO Ypéupa C.
Olrw, Suvéper TV dvaTépw cupPoliouddv, 8 Excpuey :

leN,—%EN, ¥2¢ Q' V2R, —%gqm —2eZ, "3451e

§ 9. Napéoraocig ouvéAou.— Suviifels TpéTTol TrapaoTEOEwS Eude TuVd-
Aou elvan of k&Tewh Blo :

a). AV Gvaypagiis t@v crovyziov tov. Eis Thy TepitTooww ¥ty ExaoTov
ouvohov Spifetan Bid SnAddoews (Gvaypagfis) Shwv TéV oTotyeiwy Tév &unrdv-
Toov el alrd, OlTw, Y., TO oUvohov pé oToiyeior ool Tous &p1Bpols 1, 2,
3, 4 6& oupPohiZwpey ypdgovTes T& oToiela Tou ueTafl drykioTpeov, fitor :

s g
Kot Tév ouuBoAioudv Tourov Btv el onuaciov # ceipk p Ty Smolay Ypd-
Qopev T& oToryeia ToU ouvdAou peTaly Tév &yxioTpewv. "OBey & : t£1,2,3,4},
{1,3,4,2}, {2,3,4,1} xTA ouuPoMlow T& oitd olvohov. Mevikéys :
{o, B, v,. ..} ouuPorile &v clvorov, T6 dmroiov SpiCeTon &mrd T oToIKEiR O, B, Y
Kol &MAar dwdun, T& Smrola &k ToU TpdTrou Bnhdotws TGV q, B, vy tvvoolvran kai
— Xépwv ouvtopioas — TapadeiTovTar.
Obre 16 olvolov TGV QuakédY &p1BudV ouuPoAiZeTan dis k&Twd!
Ne={1.2, 3. . 79"

B). Aw meprypogiis t@v etovyciov tov. ‘O GVWTEPW TPOTIOS MOPAOTEOEWS
&uos ouvdhou B’ duarypagfis TéV oToigelov Tou Biv Bivatan vé Epapuootiy
TrPoKTIKGS (ToUAdyiIoTOV) Els THY TEplITTWOW GUVGAOU i ueydov &p1Budv oTol-
xelwv, A.x. g Thy Teplmrdsiv ToU ouvdAou TEY dvoudmwov SAwy TEY KaTolkwy
Tfis EUpcdotrns kol Gecopnrikéss el thv meplTTwo ouvdlou ut &meipov TARBos
oToixelwv A, ToU ouvdlou @ Té&v pTév dpiBucy. Eis Tas TEPITITAOELS OUTAS
T gUvoha Spifovrar &1° 1B1oTHTeoV dvagepopévaov els T& oToiyela cdTév. “Oha
T& duTikeipever ds dpioptvng 18161 TOS BECopolpey dss &v oUvoiov. "Av 1 iBidtns
ouppoAignTan pé : p( ), TéTe p(x) cupPoiler Thy (GvokThv) TrpdTaov f dAAcs
TV ouvBfiKnY © «Td &vTikeipevoy x Exer THY iBidTT PO,

* To ovpBolov = (foov) anuafvel, dmou quvavTdTan, « TS alTd Suvdper Spiouol (eite
SUpPOMOpOT) pé .
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Me {x : p(x)} ounPohifouev T6Te TO oUvOAOV TGV SVTIKEIMEVCV WE THY i516-

T p( ). OUTes, &v Ax. p( ) ouppohiln Thv iSioTnTa:

«. .. elvan &pTios &p1Bpos »,
Té7e p(x) ouuPolriter Thy (GvoikTv) TpodTaow : «d x elvon &pTios piBuosy.
Alrin keBioTatar Aoyikh TpdTaots, &v GUTIKOTAOTACWHEY TO X pe Evar dpiBpov
& doios udMoTa, Edv ouupf vé elven &pTios kafioTd THY TpdTaow dAnBH. TdTe
16 {x : p(x)} oupBoliler T& oUvodov (Shwv) TV &pTiwv &piBudy.

Tpds dmroguy v TTapepunvelddy kol dvTivopéy Sexdueda &t1 pia iBidtns p( )
avagépeTon els dvTikelpeva, Ta dmoia dvrikouv eis &v dplopévov olvorov Q. *Edv
tpa Bv dvTikelpevov a€Q Tedfj &v p( ), fiTor &v ypdywpev p(a), TéTE TO p()
ouuPoAiler piow Aoy TpdTacty, Bid THY émolav Buvdpeda v drogavBddpev
kot Eva kad pdvov Tpémov, &v el elven dAndhs fj weudrs. Tote Bix Tol oup-
pohov : {xeQ:p(x)} ere s {xeQ|p(x)}
piZeren &v Urmoouvohov A Tol Q, ToU émolou T& oToryeia kal povov ol elvan
Sha Ekeiva T& X €Q, Bid T& omoia fi p(x), &5 Aoyikf TpoTacts, AcuPdvel THV
TRy «dinficy . "Qoe Bexdueba 612 Awa xdfe advolor 2 xai play ididTra p( )
Soilerar du Tob avufdiov {xe2 : p( z)} mdvrote & oiwoldov, tof dmolov orot-
yela elvar Sha éxeva Ta TEQ, dud Td omoia 7 nodracs p(x) elvar ainbifs.

Yo Thy & v onuaciov 8& Bewpdipev elg T& Emdpevar T oUpPodow :
[xeQ: p(x)}. ‘Emopévess, v A={x€Q:p(x)}, Toteelven:

A/ x, x€EA < p(x) J&Andis.

Mapaderypa: *Eotw & wpotaoiakds TUmos p(x) : «x?—3x+2=0»
ué cuvodov dvagopds To cuvohov R Tév mparypamikddy pibpdov. Al Tiped T
HETGPANTHS X, ol dmrotan kafioTolv Tov p(x) éAndf TpéTacw elvan : 1, 2.

‘Erropéveos 16 : { x€R: x2—3x+2=0} elven 16 BipeAés ovvodov { 1, 2}.

NapatfApnorg: To ouBohov «:» f| «|» &vayryvdokeTan €TO10UTOV, TTER, TO 1
Tpd ToU s &vew ouuPdhou yp&upa Snutoupyel T& gUvolov oupgdves Tpds THY peTd TOUTO
ouvirknv.

§ 10. To kevov oGvolov.— Asydueda Ty Umap€iv Evos ouvdo, To btroiov
KOAOUUEV «TO x#evoy oivolovy koi cupPoMlopev ToUto pé { } 7 &AAws e .
ToUTo elvon &v olvohov, els TO dmroiov oUbiv oToryeiov &vrkel, fiTol Bik kale &vTi-
kelpevov x loyUe x ¢ @. OUtw 76 olvohov: {x€R: x2+ 1 =0} elven 10 kevév.
‘Oupolws, &v Becopiowpey T6: { xeR : x # x } =K, BiamioTdvoper dpéows 8T1
ToUTo Btv SUvaran va Exn oToiyeia, fitol 3 xR foyler x K.

§ I1. “YmooGvolov &AAou cuvéhou. “YmepolGvolov. ‘ladtng dio
ouvolwv.

"Eotwoov A xal B 8Uo uf) kevd oUvola.

a). ©& Mywpev : «To odvolov A elvar dmocdvoiov toii By elte GAws «ro A
meptéyetar (= Eyxndelerar) elc 16 By xal 0a ovuforllwpuer Toito ué: «AS By
zdte, xal udvov tdve, dv Sia xdfe x€A Enevar xED.
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‘O dvewtépw Splouds pE ypfiow T&GV oupPdAwv Tiis Aoyikfis SiatutoUTan
oUVTOWS oUTW :

ACEB <= (xeA = x€B)

opo

B). ©& Aeywuev : « T4 aivodor A elvar dreootvoloy to5 By xai G avpfori-
Cwpsy ToiTo ué «A D By tdve, nai pdvov Tdte, &v 10 B elvar Snooitvodov toi A.
*Hrou : A2 B «— BC A.

opo
TS opBolov « D » dvaryryvddoketon «::.egcéxsa To» T GAAwS «lyxdeler 1dn.

Y)- ©& Myowuev : «To A elvar ywijaiov Smoaidvolor 106 By xal 04 ovufoli-
Cowpey ToiTo pé A C B wdre, nal udvov tdre, dv 16 A S B xal dndoyet &v (Tod-
Adyiorov) yEB ué y¢ A.

Hro1: ACB <= (M x€A — x€B) A (3 yEB:ygA).

! opo
8). ©& Aeywpev: «To A elvar foov ué 16 By xal 0d avpfolilwuey Toito
pé A= B tdve, xai pdvov véve, av loyvovy ovyyedvers: A C B xai BC A,
ZuvTopws & dplopds oUTos BiSeton s Ké&Twb -

A=B «> (ACB A BCA).
opo

‘O Opiopds olros elva icoBUvapos ut ;
(A=B) <= (\/x: X€A==x€B)A(y: yeB —> yeA) <> (xeA <= xeB).
"Eqv 1& oUvoha A, B Biv elvan foo ypdgopey : A # B (A 8idpopov 1ol B).

“Qoe : A #B <= ~ (A=B).

Karémy ToUTou & dpiouds ol yvnatou UtroouvdAou BlaTutrolTar ouvTdpcos
oUTe :

ACB <+ ACB kal A=£B.

opo

“loxbouv of kérewd 1516t Tes ;
1) AL A && xé8e olvohov A (. avromalig)
2). ' EevACB xad BCA— A—=B (dvtiovppeTous))
3). 'EAvA'C R ki BCT e A CT (uerafarie).

Enpeiooig: Mia oyéos, fims elvan adronabifs, avriovpuetoue Kal petafiarie kohel-
Tai oxécig Srardfems. ‘H oytois « ©» elvon 30ev oxéors SiaTdEecos.

Hoapetnpieerg: 1). "Exaorov olvodrov elvar UmrooUvohov ToU éauTol
Tou.

2). "ExaoTov oivolov 8tv elvan yvhiotov {rroavodov Tou feuTol Tou (Braxri;)
3). To kevdv ouvorov Becopeiton €€ Spiouol s rocUvoov k& cuvdAoy.
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4). Av &aoTov oUvohov & v oToixelewy Umdpyouv 2V Umootvoda. TS alvo-
Aov &hev TV UroouvdAwy vos guvdhou X kakeiton duvaposivolov ToU ouvo-
Aou T kol oupPoMileTton pé : P(Z).

5). Tptmer vék yiveron Sidkpiois peta€l &Y ouuPéAwy « €, TO dmrolov Ka-
Aetton oUpBohov ToU «vfikel els. . .» kol «C», TO dmolov koheitar oUpPoiov
ToU «mepifyeTcan, S16T1 TO pév «E€» ouoxeTilel oToiyelov Tpos alvodov, TO Bt
«C» oUvohov Trpds aUvolov, els B¢ Thy Becoplav Tév ouvdAwy oTolyeiov Kad
aUvohov Tradfouv BiagopeTikoUs péAous. ToloutoTpdmes Enyeitan Siati wév-
tote loyver {a} # . TMpds mAnpeoTépav kaTawdnaw Tol TeAeuTtadou Siouey T6
Efs yapaxTnpioTikdy TapdBerypa: Micx kaoetiva, f) dmola wepiéer Eva Siopr-
v kad TimoTe Ao Btv elvon TO aUTd Tpdypa pt ToV BiaPhTnv.

§ 12. Baoikdv oGvolov fj oGvolov avadopdig. — Edv xara Thy dvé-
TuEw vds «fnThpoTosy Becopddpey T& UTroguvoAa Evds YEVIKWTEPOU ouvdAou
Q, T6Te TO Q KeAeiTon Pacrkdy advorov §j odvolov avagopds, (Rmeidn) els alTd —
kot THY EETaoiy ToU InTruaTos — dvagépovTar SAa T& &AAa oUvoAa). Mevikéds
els k&P «lfTnua» oy &popd aUvoha, EmPdAAeTan va kadopilnTon mpdTa TO
Paoikdy oUvohov, ToU dmofou Uroouvolov dgelhel v elvon kébe &AAo oUvolov,
16 &moiov Eugavileten katd T dvémrTu§w Tol UM Sy InTruaos. "ANAcs
Umépyer kivduvos v mepiméowpey el dvmigdoes (Gvtwouplas). Olrw .. €ls
&v TpoPAnua EmimeSopeTplos Baoikéy alvodov fj cUvohov dvagopds B elven TO
oUvohov Tév onuelwv ToU Emimédov. *Emrions els &v wpoPAnua dhyéPpas ai peTa-
PAnTal ToU 8 Trapouoiacdolv els ToUs dvTioTofyous TpoTaciakols TUTous B
&vapépavTan els Bv yevikdy oUvohov A.x. els 6 olvolov R Té&v mporyparTikdv &pi-
Quésv. TouTo 8& elven T Pacikdv olvodov 81’ SAa T UmrooUvola, T& dmola B
TapovsiacBolv els TO TPOPATMCL.

Td Baoikdv alvolov Siagépel &rd TpoPAnua els TpdPAnua kol uéAioTa TTOA-
Adwis TapohsimeTon & &rpiPtis kaBopiopds Tou, B16TI &d TO TEPIEXSUEVOV TOU
TrpoPAnHaTos kaBopifeTan kol TO 18i0v.

Mpa&eig perafl ouvoAwv.

"As Bccwopriceopey &v Paoikdv cuvodov Q, pf kevov kol Tehelws dopiopévov
(A-x. =R ), ToU dmrofou T& Uroouvora & ounPohicwey it KepaAaiar ypaupaTS
Tfis dAgopriTou A, B, ... %, X, Y* ToTe Buvdpeba va dpiowyev v oUvohov, TO
dmroiov oupBoAiZouey pé P(Q), kol Tol dmolou oroiyeia elvan dAa T& Uroovo-
Aa Tou Q. ToUTo dpileTan kad pé iB16Tn T o5 EET]sS :

PO)={X: XcQ}={X: dv xeX = xeQ}.

MetafU oToryelwv Tol cuvdrou P(Q) BuvdpeBa Thpa vi dpicwuev Tpdtels
s &6fs
*Eotwoav AEP(Q) kol BeFP(Q) ToTe OpileTan
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§ I3. Topn 860 TUVEAWV.— KodkeiTon Topt) Tol A pé 16 B kad oupPolige-
Tal uE A M B 1o k&Twh olvolov ;

ANB={xeQ: xeA A xeB)

OUras, tv A={0,1,3,4} xai B={1,235) 16re AN B={1,3}
"Ex 10U dveTépou dpiopol ouvéryeTon &1 :
ANZ=FNA=g xa ANQ=0NA=A Bid k&t e
"Edw 1) Toud) 8lo ouvdAav elvar T kevdy olvohoy TOTE, kol pdvov TéTe, T& oUvora
koAoUvTon Efva petatd tov.

§ 14. "H Topf) cuvéAwv kai ) 00Teuig. —EoTwoav Blo ouvola A B
Sprldueva Bi& Teptypaiis kol p(x), q(x) dvrioToiyews of TpoTagiakoi TimTo!
HeTaPAnTiis x pé oUvolov dvapopds T Q, ftor EoTwoay :

A={x€Q: p(x)} xal B={xeQ: q(x) }.

"As oynuaTicwusy TS clvohoy T = {xeQ: p(x)Aqx)), SnAadt) 16 olv-
ohov (GAwov) T@&V TGV THig METOPANTHS X, of dmoicn xaioToly ouyxpovas
dAnbeis TpoTdoEls ToUs TpoTaciaKoUs TUToUs p(x), q(x). Tpopavéss Téte 6
elvat 1) Toud) TéV ouvdAwv A, B. "Qoe:

ANB={xeQ: px)} N {xeQ: q(x) }={xeQ: p(x) A qx)}.
Mapaderypa: *Eotwooy & olvora :
A={xeR:x*—5x +6=0}, B={xeR:x*—9 =0},

‘O mpoTaoiaxds TUTOS ¢ « x* — 5% + 6 = 0» kabioToran &Anbiys TpdTagls Bk x = 2 fi x =3,
€€ &hhou & mporaciakds TUMOS: «x*—0 — Ox yiveten &Anbhs mpéTaots Sik x — 3 f
X = —3. Topf) TV ouvéAwv A xal B elven To Hovopehis fi povootorxeiakdv oUvolov {3}
ouBBoAIK®s Yphoopey :

{XeR:x*5x+6=0) N {xeR:x9=0) = (xcR: (X*=5x+6=0) A\ (x%—9=0) } = { 3 ).

§ I5. "Evwaoig ouvéAwy. — Kaheitan Eveoois Tod A HE TO B kod cupBohile-
Ton pé AUB T xéTwbi olvolov

AUB={xeQ: xcA v XeB)

Olres, tav A={0,1,2,3}, B= {2,3,4}, w6te AUB={0,1,2, 3, 41
"Ex ol dveoTépe dpiouot ouvéryeTon &1 :
AUZ = gUA=A kai AUQ=QUA=Q Bid kafe ACQ,
kafoos kad :
W x: x€A == xe(AUB) kai Vy: yeB == ye(AUB),

#on : ACSAUB xad BCAUB &i& xdbe A BeZP(Q).

§ 16. "H Evwoig ouvéAwy kai i (fyxAeiomicy) SiatevEig. — “Eorw-
oav T& oUvoAa: A={xeQ: P(x) } ko B={x€Q: q(x)}. Oscopolpey kad T
oUvohov Z={x€Q: p(x) Vq(x)}, fitor 16 olvodov, 16 &troiov oplletan &md
SAas Tas Tipds T HeTaPANTHS X, of dmrofon kaioToly ToV TPOTATIAKOV TUToV
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p(x) eite Tov q(x) &Anbf mpdTaow kol pévov alrds. Tpopavdss 16 Z &iv elvan
TiTroTe dAAo Trapd | Bveots Tév SUo ouvdAwy A kal B. "QoTe :
AUB={xeQ: px)}U[{xeQ: q(x) }={xeQ: p(x) v q(x) }.
Mapaderypa:
*Eore A={xeR: 2<x=T7), B={xeR: 55x=12}
Tére: AUB=({xeR: <x=NVOE=Sx=s12))=(xeB: 2<xs512).

§ 17. Awadopa 800 cuvéAwv (ouvoloBewpnriki Sradopa). — Qs
(cuvohofewpnTikiv) Siagopdv ToU ouvdlou A mAfv TO B, ouuPoMlopévn ué
A — B, 6piZopev T ké&Twd clvolov :

A—B={xecQ: xeA A x¢B}

Otrexs, év A ={ o, B,y,5 ), B={ P, 5, ¢ n}, 11e A—B = {y}. “Opoics, &
A =R (= olvohov 16V TparypaTikéy &pi1Bpdv), B =0 (= olvolov 1@V pnTddv
&piBucsv), Téte R — Q elven 16 olvohov T@V dppritewy (doupuétpwv) SpiBudv.
ZynuoTikeds T A—B mopi-
oTaTal pE TO EoKiaopévoy pépos ToU Q
A eis 7O TapaTrAsUpws Sidypaupa
ToU Venn (oy. 1).
’Edv 1&t A kal B opifeovTan
Bi& meprypogiis (§ 9, P), fitoy, éav
A={xeQ:p(x)} xa
B={xeQ: q(x)}, tote:

A—B—{xeQ: p®A~qX}*.

~B

§ 18. AwaCeukTikdv &Bpotopa fj cuppeTpiki) Siadpopd 500 cuVOAwWV.
Qs BradeurTikov &Bpolopa ) CUMUETPIKNY Blagopdy, CUVTOMWS GUPPETpodLapOpay,
5o ouvdhwv A kal B, Thv émolav ToapioTduey i1 ToU oupBdiou: A T B kal
BiaPddouev 1 «A adw By § «A xdvrpa ovv By, dpifouev TO k&Twh cUvorov :

A+B ={xeQ: (xeA AX€B)V (xeB AX€A)}

Elvon ocuvetrdds : Q

A+B=(A—B)U(B—A). -~
Eis 16 Tropamiedpos Bidypam- .
ux ToU Venn wapioTaTan f| oup-
T
A

petpikty Swgopa A + B &mo TO ~
Eoklaouévoy pépos TV ouvdAwv A B
kai B (oy. 2). Tx. 2

* T gUpPolov: — onpalvel, dmou ouvavtaTon E86&, « loov E§ dpioucy ».
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§19. To SialeuxTikov &Opotopa kai 1) amokAeiomiki SiafeuvEis.
"Eotwoav T& oUvoda: A ={xeQ:p(x)} xai B={xeQ: q(x)} T6Teelven :

AtB={xeQ: (p(x)A ~ )V (a() A ~p(x))}.

Oecopolpev kal T ouvodov Z = { (x€Q: p(x) V q(x)), fiTol Td ativorov, Td
émolov Opiletan &md Shas TS Tipds THis MeTAPANTRS X, ol droicn kaBioToUV il
uévov ToV TpoTaciardy TUTrov p(x) Andf TpdTaotw eiTe fi pbvov Tov q(x) &An-
87 mpdTaowy. Mpogaviss T  elvon 1) oupueTpikn Siagopd Té&Y SUo cuvdAwy A, B.

Qore: ATB={xeQ:p)}T{xeQ:qx)}={xeQ:pXxVqx)}

Inu. "Edv AN B= &, dnAadi) T olvoha A, B elvar §éva peTal Twv, TéTE :
A+B =AuUB.

§ 20. ZupmAnpwpaTikdv odvorov. — “Eotw Q 16 Baoikéy olvolov kal
A v UmooUvohov arrol. T olvodov Té&v oTolysicov TolU Q, Té &mole Bév dwh-
Kouv els TO A, koAsiTan oupminpopatikdv chvolov tob A, &AAws SUNTTATIpOpNE

700 A ¢ mpdg 10 (Umepolvohov) @ kai oupPoAieTon pé: Ac, f A', A A, CaA.

"Qoe : A= XEQ:xEA}=Q — A,

Eis 6 xdrwb oxfina 16 dpboydoviov ut Thv mrepipetpdy Tou TaploTd TO Bor-
ooV oUvohov Q, & kikAos TO UmrooUvolov A, TO BE « &rrouévov» &md 1o Q
goxiaopuévoy uépos ToU oy. 3 TaploTd TO oup-
TAfpwHa ToU A.

"loyUouv Trpopavéss ai EEfis iodTnTes :

Co=0=g xa Co@=ge=Q.

Iopaderypa :
Edv Q={1,2,3,4,5} xa A={24}
TOTE AC=1{11,3 51

Inp. Ak 10 oupmAnpoouaTixey olvohov foxvouv ol ouveTaywyal :
Vx XeA => x€A° kal x, xcA® = x€A.

§ 2. To oupmAfipwpa kai 1) dpvnoig. —'Eorw p(x) els mpoTaciokds TU-
Tros pE aUvohov dvagopds Q kai cuvolov dAnBeios T A, fitor: A ={xeQ:p)},
TéTE : WX, XeA <= p(x) &Anbis TpdTaots,

&pa 1) &pvnois g elvon weudrs, fiTor ~ p(x) weudhs. *Emri mAdov :
VX, XEA <= p(x) yeubrs, dpa ~ p(x) &Andhs TpdTaats.

Oftw 16 olvorov: {x€Q: ~ p(x)}, TO bmolov épiletar &md Shas Tds
TGS Tis peTaPAnTRs x, ai dmroi kafioToUv Té 1 ~ p(x) AT TpéTaow, et
TO oupTAfipop At ToU A.

Qote: Edv A ={x€Q: p(x)}, 16tc A° ={xeQ:~p(x)]}.
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Mapadevype : Eqv Q@ =N kal p(x) : «'O x elvan &pTios puoikds &pi1fudsy,
TOTE TO oUPTATipwHa Tou ouvdiou A = {xeN : p(x)} elvon TO olvolov Té&Y Tre-
pITTGV QUOIKGY &p1Buddy, fiTor 16: A ={xeN: ~p(x)}

§ 22. ’I1516TTEG TGOV TTPaAEEWY TRV OUVOAWV.— Bdoel Tév mponyou-
Héveov Opropddy droBeikviovTon eUkoAws al kaTwbi i810TNTes TGV TpdEewv :

A). Tiig topfis.
o) ANQ=A, fito1 10 Pacikov glvolov tlvar oUdétepov oTolxeiov Tiis
wp&Eews M.

a,) ANB=BNA, fitor ) wpais M elven peraberin.
o) ANBNI) = (ANB)NT, fito1 /) wp&€is N elvon mposeratptorie.
) ANA=A, fitor 1) wpd€is N elvar @ddrapo.

o) ANBS A, ANBCB.
og) ‘loyxuert A S B <= ANB =A.

B). Tijc ‘Evaecns.

N

B;) AUB = BUA, fitor ) wp&€is U elvon peralberix.
B,) AUBUIN) = (AUB)UT, fitor /| mp&bis U elvan mpooeraipiatizd.
Bs) AUA= A, fitor ) mp&Eis U elven dddvauos.

B, AcAUB, BcAuUB.
Bs) ‘loxuer: A € B <= AUB=B.
*loyouy &l Afov o k&Twh BUo émuepioTixal IB16TNTES

AN(BUIN = (ANnB) U (ANT)
AU(BNI) = (AUB) N (AUT).

I). Tijg dwugopiic.

y) A—B=AnNBec.

y.) A— (A—-B)=ANB.

Ys) AN(B—T)= (ANB) — (AND).

v (A—B)UB=AUB, fitoi f) évwais ev elvan émipepioTikn s wpos ThHY

Biapopav.

¥s) lloyiei: ACB<«=A—-B=g.

A). Tod Swlevktikod GOpoiopatos.

6;) AT B=B%A.

Bs) A+(B T Y= (A= B) * I

5) AT @g=A, ATQ=A*, AtA=g, AtA=Q

5,) AN(B *+ M= (ANB) + (AnI).

5;) Ac+Be=A*B.

5,) AUB=A* Bt AnB.
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E). Tob cvprinpdpatog.

&) (A=A Bix kée AC Q.

g) ANAc =g, AUA®=Q.

g) ‘loyier: ACB <= BccAc.

§ 23. Népot Toli De Morgan.—’loyUouv oi k&Twbi SUo TUTo! !

1. (ANB):=Ac U Be 2. (AUB): =AcNBe.
*Anodakrg Tod tomov 1.
o) 3 x: x€(ANB)° = x¢ (ANB) = x¢A V x¢B' TolTto SnAoi 6T1:
xeAc Y xeBe, fitaa xe(A°UBe). "Apx (ANB)*CAc U B¢ (l.)
B) My: ye(A*UB®) == (yeAc) V (y€B° ) TodTo Bnhol
(yeA) V (y€B), 88sv ye(ANB) = ye (ANB)°.

*Apa: At U Be € (ANB)e. (1.p)

’Ex tédv (1.a) xod (1.B) &meron dubows & TUmos 1.

‘O TUtros 2 &mrodeikvieTan 181 eUkdAws (Tréds ;).

Znueioog : ‘H dmddefis 8& ASUvaTo va yivy kai ds EEfis -

"Eotw A={x: p(x)} kad B={x: q(x)}, 161e kar& Tas §§ 14, 21 &
Xouev dvmioroixws ANB ={x: p(x) A q(x)} xai

(ANB)t ={x: ~(p(x)Aq(x))} .

ANMG: ~(P(R)AG(R) ) =~ p(x) V ~ q(x) (§7, waps. 1).

‘Etropéveos :

(AMBY ={x: ~(p()AQE®)}={x: ~p(x) V ~q(x)} =
={x: ~p(x)}U{x: ~q(x)}=AcUB".

§ 24. Awaypappara Toll Venn kai Aoylopog Tv mpotacewv.—E-
otwoav SUo oivoda A ={ xeQ: p(x)} xai B ={xeQ: q(x)}, & dmoia Ta-
ploTavtar Si1x kUKAwv els TO o). 4, UTooUvolx ToU Pacikol ouvéou Q. O In-
THowuey va dplocwpey 16 :

F={xeQ: p(x) = q(x)},
fitot TO olUvolov TGV Tiwddv This peTaPAnTiis X, of émoian kabioTolv THY ouve-
maywyhv p(x) == q(x) &nlf mpdtacw. Qs yvwoTtdv | ouveaywyn
p(x) = q(x) elven &Anbhs mpoTaots els Tas EEfs Tpels TepITITOOEIS

1) ’Eqv p kai q elven ouyypdvws &hnbeis potdoeis.

2) ’Eqw p yeubns kad q &Andis kad 3) *Eqv dpgdTepon elvan weuBeis.

Auvvéper ToU EvavTl oxfuaTos & TpoTa-
A B | otekds TUos p(x) kaBioTaTan &Andhs TpoTa-
b o i o1s Bi1x TIpGs TS METaPANTHS els TS «mEpIo-

xas» I, 1, & 88 q(x) ik Tipas TéV Treploy v

IL 1L “O p(x) xafioTaTon weudns kol & q(x)

dAnBns wpdTaotls Bik Tiuds Tiis Teploxdis 1.

v Q | Téhos kobioTavTon dpedTeporl weudeis 1 Ti-
Zx. 4 ‘ uds Tiis ueTaPANTHS x els ThHY Teployfv IV.
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Ot 10 olvorov ' = {x€Q: p(x) == q(x)} &xer s elxdva, &ls T oy. 4,
T& onpeia TéY meproy v I, 11, IV, *AN & of mreproyad 11, 111 kad IV elvon dxpipéds
1) elkcov ToU ouvdAou A U B.

"Apa N={xeQ: p(x) = q(x)} =AcUB.

§ 25. Kapreolavov yivopevov oguvéAwv. —"Ags Becopfiowuey Blo pr
kevd ouvoAa A kal B, UmosUvola évds Baoikol ouvérou Q. *Amd T& Blo altd
oUvola oxnpaTtifeTan (SpileTon) &v véov oUvolov, TO dTrolov kadsiTan xagreota-
vov ywduevoy ué modrov mapdyovra 160 A xai dedrepor 1o B kol cupPorileTon
ug A x B 1o veov ToUTo oUvohov dplleTon dos EE7s

AXxB={(a, p): VacA xai ¥V peB}

To oTtoixeiov (o,p) EA X B xoheltan &v Siaretayuévov (edyos &0ev 16 AX B
OpileTan dos TO oUvorov TavTwy TRV SiaTeTaypévwv fevydv (o,B), vé aeA
kal BEB.

Ta oroixeia o kai B ToU LeUyous kohoUvtan dvTioTolxws mpdty Kol
devtépa ovvrerayuévy (T mpofody)) Tou Celyous.

‘H PBaoikn) looTns opileTon &v A X B dos £Efis :

(@B)= («'/p') <> a=o' «xal P=p.

'Edv A= B, Té1e TO A X A ocupPolileTon pt A2

Té ouvorov A T&v fevydv (o,0) pt c€A koheitoan Saydvios ToU A2
MTpogavéys A S Al

'Edv A= @ f) B=g, Totedpllopev: AX @ =@ XB=gx gg=¢.

Mapaderypa: 'E&v A= {1,2,3} «al = {ap), T

AxB= {(La), (LP) (2:@), (2B), (3ia), (B.R)} &S
BxA= {(a1) («2), («3), (B,1), (B:2), (B.3) )}

TMaparnpolpey &Ti: AXB #= BXxA.

levikéds : Eig 10 kaprecwavov yivopevov dev ioyder 1 petabetikt ididtnge.

Ka®® Suotov Tpdtrov opileTan TO KAPTECIOWOV YIWOUEVOV P& TIEPICTOTEPOUS
&md 8Uo Trapyovrtas T.X. & A, B, I' elvan pn keva UmooUvoda ol Q, 6pi-
Lopev s kapTeolavdy yivouevov A éml B émi [T ko oupPorifopev p¢ AxX Bx T
TO k&Twd gUvorov:

AxBxT={(apy): a€A, peB «xa yel}
BnAadn TO oUvolov TAV «diateTayudvor towddwvy (o,B,y) ¥ aeA, PeB
kol yerl.

Enueinong : Oewpolpey 6 clvolov R Tév mpaypaTikédy &piBudv *) kol oxnuaTifousv
TO KAPTETIGUOV YIVOUEVOV :

RxB={(xy): ¥ xcR ko ¥ yeR},
fitor 16 olvohov TV SiaTeTaypivev feuydv TpayuaTikdy &pifudv.

* Tod ouvolov R Tév Tpaypamikdy &pibudv koAeitan ouxva: Ebdeie tdv mpayponkdy
apiBpdyv site A\Aws Edxkeiderog xdpog daothoeng 1.
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